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REPUBLIQUE GABONAISE
OFFICE NATIONAL DU BACCALAUREAT

Correction de I’épreuve du bac de Mathématiques 2007
EXERCICE 1

1) Détermination de 'expression analytique de g
L’expression analytique d’une application affine est :

¥ =ax +bxr+c
y/:a/m+b/y+cl

Y —l=a+b+c (1)
g<A)A:>{—1a’+b’—i—c’ (2)
o l=2a+b+c (3
g<B)B${0:2a'+b'+d (4)
oy 2=c  (5)
9(0) =0"= 0=¢  (6)

De l'équation (4), on a 2a' +b4 =0=V = —2d
d'otuen (2),ona:—1+d +2d

ad=1
d’ou
bV =—-2
De I'équation (1), on a :
—l=a+b+2
b=-3—a
d’ot en (3), on a :
1=2a—-3—a+2
a=2
d’ou
=
donc

)2 =2x -5y +2
T =e—2
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2) Démonstration que g est une application bijective

Soit a (331) et b (5”2) tel que  g(a) = g(b)

(731 Y2
221 — by1 + 2 = 2w9 — Hyy + 2 (1)
1 — 2y = Ty — 2y (2)

L’équation (2) entraine x7 — o = 2y; — 2y
d’ouen (1), on a :
2(x1 — T2) = Y1 — Yo, OF T1 — To = 2y1 — 22
2(2y1 — 2y2) = 5y1 — ¥2

Yy = Y2

donc en (2) on a :
Tl — T2 = 0

1 — T2

donc I'application g est injective
Soit be Z et b (xl)
Y1
ry = 2x — by + 2 (3)
Y=z -2y (4)
L’équation (4) donne x =y; +2y et en (1) on a :

x1 =2(y1 + 2y) — 5y + 2
T =2y —y+2
y=2y+2—m

, rT=2y+2—x
ce qui donne
y=3y —x1+2

d’on dz € £ tel que g(z) = b,

donc g est surjective, d’otl g est une application bijective.

2) Soit h I'application affine de (P) vers (P) d’expression analytique :

¥ =—-2x+5y+4
Y =—x+2y+2
Expression de h(A’), h(B’) et h(O").
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M) {x’ = —2(—1) +5(-1) +4
Y =—(-1)+2(-1)+2

=1

y' =1

donc
h(A) = A

WB) ' = —2(1)4+5(0) + 4
Yy = —(1) +2(0) +2

hB') = B

ho) v’ = —2(2)+5(0) + 4
Yy = —(2) +2(0) +2

h(O)) =0

Déduisons en que h = g~! ot g~ désigne la bijection réciproque de g

goh ¥ =2(—2x+5y+4) —5(—x+2y+2)+2
Yy = —20+5y+4—2(—z+2y+2)

¥’ = —4x + 10y + 8 + 5z — 10y — 10 + 2

FEYE

Yy =—2x+5y+4+2x—4y—4

/

y=y
donc
goh = Id
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Or g est bijective donc
h=g!

4) (D) est une droite du plan d’équation cartésienne ax + Sy +~v = 0 ou («, 3,7

sont des nombres réels tels que (a, 8) # (0,0)).

(D) :az+By+y=0

a) Détermination en fonction de a, § et v une équation (D’) image de (D)

par g

Soit @ un vecteur directeur de (D),

donc u <_5)
o

On sait que @ est un vecteur de (D')

g(~ii) : (a, = )5:520;+ 2)

Pour 8 #0, x =0, y:%

0
d’ou le point ¢ (_7) € (D)
B

=14+2
9(0)2{ ,_ )
¥y=35
Z+2
d’ou d (5 y > e (D)
s

d’ou la droite (D') a pour équation :
(=8 —2a)x+ (28+ba+2)y+e=0

de(D)ona:
e=—(=0—2a)(3+2)— (26 + 5a + 2)(2
= +7+ 20+ 28+ 40 — 4y — 109 — 43
= +7 — 8% + 26 + 4o — 4y — 43
= —3y — 8% +28 + 40 — 42
=(-3-% -3 +26+4a

)

™2
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(D) : (=8 = 2a)z + (28 + ba +2)y + (=3 — % — 5)y + 26 + 4a
b) Vérification que (D) et (D') ne sont pas paralléles
@ et w/ wétant pas colinéaires d’out (D) et (D') ne sont pas paralléles.

5) Pour tout point M du plan, on pose : My = g(M); My = g(M) et
Ms = g(M>)

a) Déduisons du 3)a) que si les points M, My et M, sont distincts deux a
deux alors ils ne sont pas alignés.

Soit (A) la droite passant par M; et Ms.
Soit (A') I'image de la droite (A) par g
(A) passant par M et My d’ou (A’) passera par g(M) et g(M)
g(M) = M,
g(M) = My
Par ailleurs (A) et (A’) ne sont pas paralléles donc M, My et Mj ne sont pas
alignés

Or

b) Démontrons que I'écriture complexe de gog est donnée par : 2’ = —z+6+2i.

)2’ =221 -5y +2) —5(x —2y) +2
999 Yy =2z -5y +2)—2(x—2y)
¥ =4x — 5r — 10y + 10y + 4 + 2
¥=6—=x
Yy =—y+2
iy =6 —x—iy+ 2
o +iy = —(v+iy)+6+2i

Y =—2+642i

c¢) Détermination de ’ensemble des points invariants par gog
2= —z24+6+2i
z2=—z+6+21
22 =6+ 21
z2=34+1
C’est le point E d’affixe
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d) Vérification que gog est la symétrie de centre [ (?)

2= —246+2i
7= —2+42(3+1)
L’expression générale d’'une symétrie centrale est

= —z2+4+1iz

d’otl gog est une symétrie centrale de centre [ (i’)
gogogog : 2 = —(—z2+6+2i) + 6 + 21

7=z

d’ou

gogogog = Id

6)
a) En remarquant que pour tout point M du plan :
M, = (gog)(M) et
M; = (gog) (M) ;
démontrer que I est isobarycentre de M, My, My et Ms.
M, = (gog) (M) = IMy = M]
My = (goq)(M) = My =01
IM + IM + IMy + IMy = —IMy + IMs + IMs — IM;
IM + My + 1My +IM; =0
d’ou I est isobarycentre des M, My, My et Ms.

\
4

b) Démontrons que g(I)M + g(I)M; + g(I) My + g(I)Ms =0

9(M3) = gog(Ms)
9(Ms) = gogogog(M)
g(M3) = M

d’ott

\
4

g(D)M + g(I)My + g(I)My + g(I) Mz =0
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c¢) Démontrons que g(I) =1

— = — > > H
g([)]+[M+g(])]—|—]Wl—kg(])]%—]]w;—|—g(])]—|—IW3:0

2y
19(NI =
g(I)I =0
I'=g(I)

d) Démontrons que [ est I'unique point invariant par g

Soit [ et ' € & distincts tels que
gI) =1
g(F)=F
Soit la droite (I F') et la droite (g(1)g(F))
g(I) étant 'image de I et g(F') étant 'image de F donc (IF) et (g(1)g(F)) ne
sont pas paralleles
gI) =1
g(F)=F
Or g(I) =1 donc g(F) # F
d’olt

Or

donc 'absurdité.

EXERCICE 2

Le plan complexe (P) est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, ¥). Soit f
une application définie du plan (P) dans lui-méme qui au point M (z,y) associe
le point

r_
M (2, y) tel que : {x/ =y+d
y =x—2
1)
a) Déterminons I'écriture complexe de f
¥=y+4
Yy =x—2

iy =y+ir+4—2i
oty =iz —iy)+4—2i
2 =iz+4—2i
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b) C’est un antidéplacement
¢) L’ensemble des points invariants par f
7=z

z2 =1z + 2

T+ =y+ix+2
rT=1y+2

x=1y
L’ensemble des points invariants est 1’ensemble vide.
d) C’est une symétrie glissée

2) Déterminons I'expression analytique de fof

fof =1z4+2+2

=y +4
{y”—x’2

¥ =x—-2+4
{y”y+4—2

r’ =x+2
{y”—y+2

) (2
(C’est une translation de vecteur u (2)

3) On admet que f = sot = tos ol s est la symétrie orthogonale d’axe (A)
de vecteur directeur w et ¢ la translation de vecteur .

a) Démontrons que fof = tot
f = sot
fof = tosotos
fof = tososot
fof = tos’ot
fof =tot

b) Détermination des coordonnées de K milieu de [OO’] ouO est I'image de
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O par f

O’ a pour coordonnées (_42>

442
‘ 2
donc, K a pour coordonnées (_2+0>

2
et donc K <?>

c)

()

(A) est la premiéere bissectrice.

4) On considére maintenant ’ensemble (E) défini par son équation paramé-
trique :

) = 4cos? 6 — 2
{a:() COS 0 eR

y(0) = 3sin 260

a) Déterminons une équation cartésienne de (F)
x(0) = 2cos 20
y(0) = 3sind

1.2( 2

C’est une ellipse de centre O et de sommets A (g) JA ( ) B (?)) et B’ <_02>

b) Une équation cartésienne de l'image de (F) par f
(

2'(0) = 3sinf +4
{y’(9)4cos20—2—2

2'(0) = 3sinf + 4
{y’ 0) = 2cos20 — 2
{xl(? 1 —sing

y/<92)+2 = cos b
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c)

: 1 :
C’est une ellipse de centre 2 ( > , de grand axe (ox), de petit axe (oy) et

—2
3\ /-3 0 e
de sommets A <0>, A ( 0 ), B (2) et B (_2)
PROBLEME
PARTIE A

Soit @ un nombre réel appartenant a l'intervalle [27”, 27|, on considére la suite
géométrique (U,)meny de premier terme Uy = cosa et de raison sin a.

1)
a) Déterminons les valeurs de a pour lesquelles (U,,) est constante a partir d’un
certain rang
U, = cosasin” a, Va € [2, 27]
Pour n suffisamment grand,

sin"a — 0
b) Etude de la convergence de la suite (Uy,)men)
lim,, o U, = lim,,_, - cosasin" a
Or lim,,_, s sin"a =0

donc U, est une suite convergente.

2) (Sn)men) est la suite de terme général :
S,=Uy+U; + .......... + U,

a) Expression de .S, en fonction de n et de a

1—sin" a

S” = COS AT

b) Limite de .S, lorsque n tend vers +oo

cos a

hmn—)—i—oo Sn — I—sina
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PARTIE B

- =

Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé (O, 1, j)
Q(27,0) désigne un point de (P).

1) Soit Sy la fonction définie sur [2F, 27] par : Sy(z) = cosz.
Dressons le tableau de variations complet de Sy, puis construisons (Cjy) la courbe
représentative de la fonction Sy dans le repére (£2, 3 j)
Sy étant dérivable,
S) = —sinz, vz € [, 2n).
sinz < 0, donc Sj(x) > 0, et donc Sy est croissante.

T 37“ 21
Sy(z) —
1
So (:13) /
0

Courbes représentatives de S0(x)

nar S0(x) =coslx)

0af

0.rr

06

05

S00x)

04r

0a&r

n2r

(IR

1 1 1 1 1 1 1 1
4.5 5 5.2 5.4 5.6 5.8 i 6.2

2) Soit Sy la fonction définie sur [3F, 2] par : Sy(z) = cosz + coszsinz
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a) Etude de la dérivabilite de Sy
Sy est dérivable comme somme de fonctions dérivables sur [2F, 27].

Si(x) = —sinx — sin? z + cos’ z

Si(x) = —sinx + cos 2z

b) Vérifions que pour tout élément de [2F, 27], Si(z) = (sinz + 1)(1 — 2sinz).
Si(x) = —sinx + cos 2x

S!(x) = —sinx — 2sin®z + cos® &
sinz +1)(1 — 2sinz) = sinx — 2sinx + 1 — 2sinz

sinz 4+ 1)(1 — 2sinz) = —sinz — sin®x + cos® &

sinx + 1)(1 — 2sinx) = —sinz + cos 2z

sinz + 1)(1 — 2sinx) = S} (z)

c) Etude du sens de variation de S;

sinz > —1

sinx+12>0

—sinxz > 0

Orl—2sinxz >0

done, S{(z) = (sinx + 1)(1 — 2sinx) > 0 et donc S; est croissante.

AN N N N

T 37“ 21
Si(x) —
1
S (3;) /
0

3) Soit S la fonction définie sur [37”, 2], S(x) = =L

l—sinx

a) Etude de la dérivabilité de S, puis calcul de S’(x)
S est dérivable comme produit de fonctions dérivables

r — COST

T — 1—slin.x _ )
S’(CL”) _ —Sln:cg:zilﬁg;cos x
g’ (.CI?) __ sin? :E;_sgllli:;r)(éos? x
S(a) = =it

b)

S(a) = Ao

donc, sinz # 1,
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S'(z) = —— x €[22, 27]
c¢) Etude du sens de variation de S, puis tableau complet de variation
—sinz >0
1l —sinz >0
L_ >0

l-sinz
donc, S’(x) = 0 et donc S est croissante.

x 37” 27
S'(x) +
1
s@ |
0

4)
a) Démontrons pour = € [2F, 27] les inégalités : S(z) < S(x) < Sp(z)
l1—sinx >1
d’on ﬁ < 1

x € [22,27] donc,

COS T 1
l—sinz ™

S(x) < So()

S(z) — Si(z) = 5= — cos x(1 +sin )
S(z) — Si(z) = £ (1 — 1 + sin® 2]
S(z) — Si(z) = 2L [sin® 7]

sin?z > 0
Or < cosz >0 = %L [sin”

l—sinz >0
donc,

S(z) — S1(z) <0
et donc,
S(z) < Si(x)

d’ou
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Courbes représentatives de S1({x1 et 3(x)

S1{x) =cos{¥)+cos(x) sinlx)
Six) = cos(K)1- sinx))

0er

0af

0.7

06

05

04r

0a&r

n2r

01r

1
6.4

PARTIE C

1)

a) Calcul de 5(37”) et S’(%T)

Or cos(¥) =0
donc

S(F) =0

On sait que d’aprés B)3)b)
Vo e [2,2x], S'(z)=—

l—sinz

3 _ 1
S'(%) = =

donc
5() =

b) Montrons que S est une bijection de [37”,

N o=

7] sur un intervalle J

S étant continue et strictement croissante sur[%”, 27], d’ou S réalise une bi-
jection de [3F, 27] dans S([2F, 2]).
Or d’aprés 1)a), S(2)=0et S(2m) =1
donc
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J = S(1%, 27]) = [0:1]

2) Etude de la dérivabilité de S~! la bijection réciproque de S'; puis détermina-
tion de (S~1)(0).

S étant dérivable et
Vo €[4, 2], S'(z) #0,

donc S~ est dérivable, donc

5" 1(@) = g5y

et donc

S0) = sy
A
S0 = w1
S1(0) = 1
d’ou

S1(0) = 2

PARTIE D

Pour tout nombre naturel n, on considére la fonction S, définie sur [37”, 27]
par

Sp(z) = cosz(l +sinx + ..... + sin”" x)
On pose [, = f;ﬁ Sp(z)dx
1)
a) Justification de l'existence de I,

S, étant continue sur [2Z,27] d’out S, admet un primitive sur [2Z, 27]
d’on I, existe
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